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Среди подходов к определению со-стояний релятивистских частиц 
имеется подход, в котором собствен-
ная масса и собственное время части-
цы используются как дополнительные 
канонические переменные. Обосно-
вание полезности такого подхода рас-
сматривалось давно [1]. Очевидно, 
что этот подход может быть резуль-
тативным и в ситуациях, связанных с 
изменением массы релятивистской ча-
стицы. В данной работе решается за-
дача об описании эволюции состояния 
частицы переменной массы. При этом 
используется динамическое гамиль-
тоново векторное поле на 10-мерном 
фазовом пространстве [2].
Состояние частицы изображают 
точкой P)(x,  кокасательного расслоения 
4MT   пространства Минковского 4M . 
)( 3210 x,x,x,x=x  - координаты миро-
вой точки, )P,P,P,(P=P 3210  - компо-
ненты импульсной формы ĮĮ xdP=P
~~  в 
точке x. Далее используется геометриче-
ская система единиц, метрический тен-
зор g сигнатуры (-1,1,1,1). Массу m ча-
стицы определяет 4-импульс (линейный 
импульс) ),pg(=p .~ , 0~2 t )p(p=m . 
Греческие индексы принимают значения 
0,1,2,3, латинские индексы – 1,2,3, индек-
сы кириллицей – 0,1,2,3,4.
На геометрическом языке [3] суть 
метода определения динамического 
векторного поля на расширенном фа-
зовом пространстве частицы [2] со-
стоит в следующем. Вместе с лорен-
цевыми координатами используется 
дополнительная координата одно-
мерного евклидового пространства. 
Конфигурационное пространство 
определяется как многообразие 
RM u4 . Фазовое пространство 
определяется как кокасатель-
ное расслоение  RMT u 4 . Тог-
да    RTMT=RMT xxxx, 4444 ⊕  и вво-
дится координата 4P  кокасатель-
ного пространства RT
x4
 в точке 
Rx 4 . Переменные 44 P,x  независимы 
от переменных Px,  и инвариантны 
относительно преобразования Лорен-
ца. Переменные 44 P,x  считаются вза-
имно сопряженными относительно 
некоторой гамильтоновой функции 
   44044 P,P,xx,h+P=PP,,xx,H i , где h 
- гамильтониан. Это означает, что на 
расширенном фазовом пространстве 
   ^ `444 PP,,xx,=RMT u  существу-
ет гамильтоново векторное поле
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(с производными: ĮH,  - по 
Įx , 4H,  
-  по 4x ,  ĮH,  -  по ĮP ,  4H,  -  по 
4P ) ,  дуальное полю 1-формы 
   44~.~~ PP,,xx,Hd=,īW=ī  относи-
тельно симплектической 2-форми 
4
4 ~~⊕~~~ PdxdPdxd=W Į
Į  . Также 
считается, что 4x  параметризует ин-
тегральные кривые поля ī . Нор-
мирование ī  приводит к вектору 
4// H,ī=dxd=ī 4e  так, что 
eee dHīW=ī  ),(
~
, 
– где  P,xx,h+P=H ee 44 , eh  - ре-
шение уравнения 0=H  относительно 
4P  (существует, если 04 zH, ). Поле 
eī , eī  контра- и ковариантно отно-
сительно преобразования Лоренца. 
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В  RMT u4  1-форма ī~  опре-
деляет поверхности const=H . К 
ним касательны векторы ī~  и в них 
лежат интегральные кривые. Если 
          040000400 xP,xP,xP,xx,xx,x ji  
- интегральная кривая, то 
      000400 +xP,xx,xx,x i
   040 xP,xPconst,+ j - также интеграль-
ные кривые. Из них частице отвечают 
те, что лежат в гамильтоновой по-
верхности   0xx, 44 =PP,,H , ибо по 
смыслу гамильтониана 0P=h . На 
расширенном фазовом многообразии 
 RMT u4  состояние частицы изо-
бражается точкой  44xx, PP,,  гамиль-
тоновой поверхности.
Приведенным условиям отвечают 
любые переменные ݔԢସǡ ܲԢସ, получен-
ные каноническим преобразованием 
),( 4
444 Pxx'x'  ,  4444 P,xP=P '' . 
Каноничность означает, что 
ሚ݀ݔସ ר ሚ݀ ସܲ ൌ ሚ݀ݔԢସ ר ሚ݀ܲԢସ. Условие ка-
ноничности – существование произ-
водящей функции ܵሺݔᇱସǡ ܲᇱସሻ такой, 
что ସܲ ሚ݀ݏସ ൌ ܲԢସ ሚ݀ݔԢସ ൅ ሚ݀ܵ и равен-
ство якобиана единице [3].
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4Гамильтониан для части-
цы с собственной массой m и 
электрическим зарядом e равен 
   0IIII eAeAPeAP+m=h 2 ,
где   ĮĮ xdxA=A
~~  - 4-потенциал элек-
тромагнитного поля на 4M  [4]. Пере-
менную 4P  можно выбрать так, что-
бы на гамильтоновой поверхности 
2
4 m=P . Тогда гамильтонова функция 
  IIII0 eAPeAP+P+eAP=H  40
определяет поля Hd=ī ~~ , 0dxd=ī / . 
Поле ī  приводит к известному урав-
нению движения частицы. На инте-
гральных кривых поля ī  прираще-
ние переменной 4x , сопряженной 
4P , равно  ppdĲ=dx4 ~2/   (если 
  0~ zpp ), ĮĮ xx=dĲ   - интервал со-
ответствующей мировой линии. Из 
уравнения гамильтоновой поверх-
ности нужно выразить 4P  и записать 
  AePAeP+P=H e  ~~4 , ee Hd=ī ~~
   ĮĮĮ4e +xeAP+x=dx
d=ī
w
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Уравнения для 4-импульса следуют 
из вида eī :  uFe=dx
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~~
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Į
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Преобразование ݔԢସ ൌ ʹݔସඥ ସܲ, 
44 P=P
'  с производящей функцией 
ܵ ൌ െܲԢସ ڄ ݔԢ
ସ
ʹൗ  приводит к перемен-
ным m=P'4 , ݀ݔԢସ ൌ ݀߬ на гамильто-
новой поверхности вдоль мировой 
линии частицы. При параметризации 
динамического поля переменной ݔԢସ 
гамильтонова функция имеет вид 
  AePAePP=H 'eĲ  ~~4 .
Случай заряженной частицы в элек-
тромагнитном поле наводит на опреде-
ление динамического поля для частицы 
переменной массы. Подбор гамильто-
новой функции в этом случае можно 
начать с определения гамильтоновой 
поверхности. Её уравнение должно вы-
ражать закон сохранения 4-импульса 
P=Ȇ+p . P  - 4-импульс частицы в 
начальной точке мировой траектории, 
p  - в последующей точке. Ȇ  - 4-им-
пульс, излученный частицей на миро-
вой траектории между указанными 
мировыми точками, отличающийся 
от приращения 4-импульса Pp   
знаком. Если поменять начальную и 
последующую точки ролями, то Ȇ  - 
4-импульс, поглощенный частицей. 
Определение собственной массы ча-
стицы в последующей мировой точке 
    ȆPȆP=pp=m  ~~~2  ведёт 
к уравнению гамильтоновой поверх-
ности.
Закон сохранения 4-импульса 
и определение собственной массы 
частицы приводит к дифференци-
альному уравнению массы, которое 
ниже используется для проверки 
корректности введения динамиче-
ского векторного поля. Пусть -  па-
раметр мировой траектории части-
цы,  -p~  - это P ,  -- ǻ+p~  - это p , 
     ---- ǻ+pp=pǻ ~~~   - это Ȇ  - из-
лученный (поглощенный) 4-импульс, 
       -- pǻpǻ=ǻm ~2  . Тогда 
     --- +ǻm=mǻ+m 222 
     -- pǻp+ ~2 ; деление на 
-ǻ  и предельный переход 
0o-ǻ ,    --- ʌǻpǻ ~/~ o , 
   --/2 oǻǻm  дают уравнение мас-
сы         ---- ʌp+=ddm2 ~2/ .
Пусть 4P  - переменная, рав-
ная 2m  на гамильтоновой поверх-
ности, P~  - обобщенный импульс, 
     444 ~~ xȆPxȆP+P=H   - га-
мильтонова функция,  4~ xȆ  - заданная 
1-форма,     4dxxȆd=xʌ /~~ 44 . Тогда 
 ~2~~ PdȆP+dP=Hd=ī ĮĮĮ4 
   4~~~2 xdʌȆP 
и 
динамическое поле имеет вид: 
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На гамильтоновой поверхности 
0=H- , ȆP=p   - 4-импульс,
  44dx
dp xʌ= ĮĮ  ,
  
    44~2 xʌxp=
dx
dm
4
2

или 
      444 ~2 xʌxP+x=
dx
dm
4
2
 - 
уравнения для 4-импульса и массы, 
где  ʌȆ= ~2M . Уравнение массы 
совпадает с тем, что получено выше. 
Таким образом, гамильтонова функ-
ция ϑH  выбрана корректно. На инте-
гральной кривой в случае массивной 
частицы 2m/dĲ=d=dx4 - .
Переход к параметру 0x  прово-
дится по выше описанной проце- 
дуре. h+P=H 0 , Ȇ=h  0  
  iiii ȆPȆP+P  4 , Hd=ī ~~ . Ди-
намическое векторное поле есть 
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Использование переменной 'P4 , кото-
рая на гамильтоновой поверхности 
равна собственной массе m, и сопря-
женной координаты ݔԢସ, приращение 
которой на интегральных кривых 
равно интервалу, возможно только в 
случае частиц ненулевой массы.
Если считать 4P  обобщенной коор-
динатой, а  4444 xȆP=p   - значением 
2m  на гамильтоновой поверхности и 
выбрать гамильтонову функцию в виде 
       44444 ~~ xȆPxȆP+xȆP=H  , 
то, хотя выражения полей ī,ī~  изме-
нятся, дифференциальные уравнения 
для ɥp  останутся такими же, как и 
были: -- Hd=ī
~~ , 
 4 2 +xȆP+x=dx
d=ī Į
ĮĮ
4 w
w
w
w
-
   
4
4
~~2
P
ʌȆP+ʌ+
w
w                                                     , 
где 4dxdȆ=ʌ /44 . На гамильто-
новой поверхности  44dx
dp xʌ= ĮĮ  , 
    44~2 xʌxp=
dx
dm
4
2
.
В приведенном рассмотрении из-
менение 4-импульса частицы определя-
ется процессом, который происходит на 
(в) частице. Это проявляется в том, что 
4
~ Ȇ,Ȇ  - функции только переменной Įx , 
которая параметризует мировую траек-
торию частицы и связана с её собствен-
ным временем. Естественно предполо-
жить, что 4
~ Ȇ,Ȇ  могут быть функциями 
и других координат Įx . Это означало 
бы, что процесс изменения импульса 
и массы частицы зависит от мировой 
точки. Возникает вопрос, какой смысл в 
этом случае следует придать полю 1-формы 
  ɥɥ xdȆ=ĭ ~xx,~ 4 , заданной на 5-мерном 
континууме RM u4 . Очевидны два под-
хода к ответу. Первый состоит в том, что 
ĭ~ - это формальная величина, которая 
изображает процесс изменения импуль-
са и массы частицы в окрестности ми-
ровой точки. Другой подход состоит в 
том, что  4xx,~)  представляет реальное 
физическое поле, с которым взаимодей-
ствует частица (неполноценным приме-
ром этого является 4-потенциал  xA~  
электромагнитного поля). Как бы то ни 
было, рассмотрение общих свойств та-
5ких «мас-импульсных» полей интерес-
но и может быть полезным.
Пусть гамильтонова функция 
  ȆPȆP+ȆP=H  ~~44  зависит от 
поля   ɥɥ xdȆ=ĭ ~xx,~ 4 . 
Тогда Hd=ī ~~ , 
  ĮĮĮ4 +xȆP+x=dx
d=ī
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Уравнения 4-импульса ȆP=p ~~~   и массы 
444 ȆP=p   есть   ɞɞɥɥɞɥ u,Ȇ,Ȇ= 4dx
dp
,
  ĮĮĮ4
Į
Į =ȆP=
dx
dx=u 2p2  , 14 =u . Изме-
нение состояния зависит не от 1-формы 
ĭ~ ,  а от 2-формы ĭd=F ~~~ , 
ɞɥɥɞɥɞ ,Ȇ,Ȇ=F   аналогично тому, как 
движение заряженной частицы опре-
деляется 2-формой электромагнит-
ного поля. 10 независимых её ком-
понент можно разбить на группы, 
которые составляют скаляр 40F=Ȝ  и 
пространственные векторы: полярные 
ixF=E ww /0i , ii4 xF=İ ww /  и аксиальный 
3
12
2
31
1
23 /// xF+xF+xF=B wwwwww ; 
 =Fɥɞ
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¹
·
¨
¨
¨
¨
¨
¨
¨
¨
©
§


0
0B-
0B-
B-0
0
321
3123
2132
1231
321
İİİȜ
İBE
İBE
İBE
ȜEEE
.
Если обозначить ii xȆ=A ww / , то в 
пространственных операциях grad, rot  
можно записать: 00 gradȆ+x
A=E
w
w , Arot=B , 
44 gradȆ+x
A=İ
w
w , 0440 ,Ȇ,Ȇ=Ȝ  . Уравне-
ния движения имеют вид: ɞɥɞɥ uF=4dx
dp  
или  uF=pd e ~
dx
~
4
; в 3-мерном виде 
ȜuE= 4
0
dx
dp
, 
> @ İ+B,u+Eu=ȡd 04dx , 
uİȜu= 04
4
dx
dp
, 
где    ii p=ȡ,u=u , ɥɥe dxp=p~ . 
При параметризации координатой 
0x :
4
0
0
dx
dp
ȜvvE=  ,
 > @ 40dx vİ+B,v+E=
ȡd ,
 uİȜ= 0
4
dx
dp
, 
где  i0
Į
Į v=v,
dx
dx=v . 
Видно, что изменение собствен-
ной массы частицы задают İȜ,  и ско-
рость частицы.
Поскольку ĭd=F
~~~
 - точная 
2-форма, то уравнения движения 
частицы инвариантны относитель-
ного калибровочного преобразова-
ния «масс-импульсного потенциала» 
 4xx,~~~ fd+ĭ=ĭ ' , а «масс-импульсная» 
2-форма удовлетворяет уравнению 
0~~ =Fd . Левая часть этого уравнения 
– 3-форма, имеющая 10 независимых 
компонент. С точностью до знака   ijkFd ~~  
- это Bdiv ,   ijFd 0~~  - компоненты вектора 
0,B+Erot ,   4~~ ijFd  - компоненты вектора 
4,B+İ rot ,  0j4~~Fd  - компоненты вектора 
40 ,E+gradȜ,İ  . Таким образом, тен-
зорное уравнение эквивалентно систе-
ме уравнений: 0=Bdiv , 0,B=Erot  , 
4,B=İ rot  , 04 ,İ,E=gradȜ  .
Инварианты 2-форми F~  - свёртки 
22 Ȝİ=FF Į4Į4  , 
 222 BE=FF ĮȕĮȕ   
и соответственно 
 22222 Ȝİ+BE=FF ɥɞɥɞ  . Кроме 
того, есть инварианты, связанные с 
3-вектором F~ , дуальным к 2-фор-
ме F~  относительно 5-формы объ-
ёма 43210
~~~~~~ xdxdxdxdxd=Ȧ  : 
 FȦ=F ~~~ .   ɠɩɠɩɞɥɦɞɥɦ Fİ=F~ , где ɠɩɞɥɦİ  
- символы Леви – Чивиты.
¸
¸
¸
¸
¸
¸
¹
·
¨
¨
¨
¨
¨
¨
©
§



0B-
0B-
0B-
0
123
132
231
321
EE
EE
EE
BBB 
  ~ 4 =F Įȕ . 
Свёртка   ɞɥɞɥɦFF~  - это вектор 
> @  ¸
¹
·¨
©
§
w
w
w
w
w
w
404 x
EB
x
BȜ+İ,E+
x
İB=Ȍ i
i . 
Инварианты: EB=Ȍ 44   и   > @  2216 BȜ+İ,E+İB=ȌȌ ĮĮ  .
Дальнейшее развитие представлен-
ного в данной работе направления связа-
но, в первую очередь, с поиском приме-
ров и применений «масс-импульсного 
поля». Полезным может оказаться и из-
учение свойств такого поля.
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